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Message
Usually, time is external parameter, not self-adjoint operator, in quantum mechanics
In Lee-Tsutsui formalism, we can construct quantum operators from classical functions
Time-dependent bases provide POVMs: point/Gaussian detector
Commutator between pullback time operator and free Hamiltonian is very analogous to CCR
Non-existence of partial inverse of pullback of free Hamiltonian; Lee error diverges

1. 背景・概要

➢ ハイゼンベルクの不等式（1927）：ガンマ線顕微鏡の思考実
験において誤差と擾乱について提案

➢ ケナード・ロバートソンの不等式（1927,1929）：測定概念
と無関係な物理量の内在的ゆらぎについての不確定性関係が
提案

➢ 小澤の不等式（2003）：内在的ゆらぎ＋誤差や擾乱、小澤正
直が提案、誤差の操作的意味は不明確

➢ 李・筒井形式（2020,2022）：近年、李と筒井が提案、さま
ざまな不確定性関係を含むと主張されているという意味で普
遍的、誤差の操作的意味が明確

➢ 李・筒井形式は抽象的：具体的な適用例についてはあまり知
られていなかった

➢ 尾田欣也氏と発表者はガウス波束基底と呼ばれる現実的なモ
デルについて李・筒井形式を適用、位置と運動量の不確定性
関係を導出

3. Lee-Tsutsui formalism

𝜀 መ𝐴 𝜀 ෠𝐵  ≥ ℐෝ𝜌
2 መ𝐴, ෠𝐵  + ℛෝ𝜌

2 መ𝐴, ෠𝐵

LT error, Lee error (clear operational meaning):

LT inequality, Lee inequality (some sorts of CS inequalities):

ǁ𝜀 መ𝐴 ǁ𝜀 ෠𝐵  ≥ ℐ0ෝ𝜌
2 መ𝐴, ෠𝐵  + ෨ℛෝ𝜌

2 መ𝐴, ෠𝐵

4. Gaussian wavepacket basis

𝒑 𝑿, 𝑷; 𝜎  ≔
𝜎

𝜋

𝑑
4

exp − 𝑖𝒑 ∙ 𝑿 −
𝜎

2
𝒑 −  𝑷 2

momentum rep.:

𝑿,P ;𝜎 𝑿’,P’ ;𝜎 = exp 𝑖
𝑷 + 𝑷′

2
∙ 𝑿 −  𝑿′  −

𝑿 − 𝑿′ 2

4𝜎
 −

𝜎

4
𝑷 − 𝑷′ 2

normalizable, and hence being element of Hilbert space

|𝑿, 𝑷; 𝜎⟩⟨𝑿, 𝑷; 𝜎|/ 2𝜋 𝑑 ≥ 0 ℝ2𝑑׬ , d𝑑𝑿d𝑑𝑷
|𝑿,𝑷;𝜎⟩⟨𝑿,𝑷;𝜎|

2𝜋 𝑑 = ෠1

GWB gives POVM:

Prob 𝑋, 𝑃 =  Tr
|𝑋,𝑃;𝜎⟩⟨𝑋,𝑃;𝜎|

2𝜋
ො𝜌

測定値 (X,P) を得る確率

4. 主結果

( ǁ𝜀[ ො𝑥] ǁ𝜀[ Ƹ𝑝] =)
1

2
≥

1

2

➢始状態： ො𝜌in  ≔ |𝑋in, 𝑃in; 𝜎in⟩⟨𝑋in, 𝑃in; 𝜎in|

➢他のガウス波束基底を用いて位置と運動量の同時測定
について李の不等式を計算

従来のハイゼンベルクの不確定性原理の下限と一致
し、また常に等号を達成

↑ガウス波束基底
のイメージ図

7. Prospects
➢Bell-CHSH 
➢phase operator, angular momentum and angle, and QCD axion
➢Lorentz invariant/covariant GWB and relativistic extension

𝜀ෝ𝜌
መ𝐴; 𝑀  ≔ መ𝐴

ෝ𝜌

2
 − 𝑀⋆

መ𝐴
𝑀ෝ𝜌

2

pre-
measurement

post-
measurement

ǁ𝜀ෝ𝜌[ መ𝐴; 𝑀] ≔ 𝑀⋆−1 መ𝐴
𝑀ෝ𝜌

2
− መ𝐴

ෝ𝜌

2

post-
measurement

pre-
measurement

expectation value seminorm semi-inner product

classical f p ≔ Ω׬
ⅆ𝜔 f 𝜔 p 𝜔 f 𝑝

2 ≔ f 2
p f, g 𝑝 ≔ fg p

quantum መ𝐴
ෝ𝜌

≔ Tr[ መ𝐴 ො𝜌] መ𝐴
ෝ𝜌

2
≔ መ𝐴2

ෝ𝜌
መ𝐴, ෠𝐵

ෝ𝜌
 ≔

෠𝐴, ෠𝐵

2 ෝ𝜌

𝜀𝑂 መ𝐴 ≔ ෡𝔸 − መ𝐴 ⊗ ෠1
2

cf) Ozawa error

操作的意味が不明瞭

ǁ𝜀 መ𝐴 ≥ 𝜀 መ𝐴

0. メッセージ
ガウス波束基底による POVM を提唱し、李・筒井形式とともにまず位置と運動量に適用。
ガウス波束始状態の場合に、李・筒井の不等式の下限は0
になるが、李の不等式の下限は1/2となり、
等号を常に達成することを示した。
また、同様のアプローチを時間とエネルギーについても適用した結果、引き戻しにより得られた時
間作用素が自由ハミルトニアンと正準交換関係と似た交換関係をみたすことを見いだした。

( ǁ𝜀[ ො𝑥] ǁ𝜀[ Ƹ𝑝] =)
1

2
≥

1

2

QR code for position
 momentum paper →

localizing around center position 𝑋𝑖 with width √σ,
around center momentum 𝑃𝑖 with width √(1/σ)

運動量について先に積分： 幅 ∼ 𝜎 で 𝑋′ 周りに局在

位置について先に積分： 幅 ∼ 1/𝜎 で 𝑃′周りに局在

1

2𝜋𝜎
exp −

𝑋 − 𝑋′ 2

2𝜎

𝜎

2𝜋
exp −

𝜎

2
𝑃 − 𝑃′ 2

遷移確率
⟨𝑋, 𝑃; 𝜎|𝑋′, 𝑃′; 𝜎⟩ 2

測定誤差の議論では、何を誤差と呼ぶかの定義自体が重
要であり、下限は一般に状態に依存する。李・筒井形式
は、測定Mとその双対M*を用いて「測定で得た古典情報
を量子側に引き戻して比較する」という操作的な誤差を
与えるが、具体的な適用例は限られていた。本研究はガ
ウス波束POVMという現実的な同時測定モデルにこの形式
を適用し、位置と運動量の誤差について下限を評価した。
その結果、このガウス設定では右辺の状態依存下限が1/2
となり、誤差積も1/2で常に飽和することを示す。抽象理
論の予測を、実装可能なPOVMで検証した点に意義がある。

測定誤差の議論では、定義・定式化が重要であり、また
下限は一般に状態に依存する。「操作的意味が明確」な
誤差を与え、「普遍的」な不確定性関係の定式化である
李・筒井形式は有力だが、具体的な適用例はまだ多くな
い。本研究は、現実的な実験状況とも親和的なガウス波
束基底の始状態と POVM に李・筒井形式を適用し、位置
と運動量の同時測定に対する状態に依存する下限を実際
に計算した。その結果、この設定では李の不等式の右辺
の下限が1/2に一致し、また誤差積も1/2なので等号が成
立することを示した。これにより、抽象的な李・筒井形
式の妥当性を、現実的な測定モデルで明瞭に裏づけた。

1. Problem setting

෢𝑀⋆f
ෝ𝜌

 = f 𝑀ෝ𝜌

LT adjoint (pullback):

መ𝐴, ෢𝑀⋆f
ෝ𝜌

 = 𝑀⋆
መ𝐴, f

𝑀ෝ𝜌

pushforward:

李・筒井の不等式は小澤の不等式を含んでいる

ガウス波束基底は位置と運動量の同時測定の土台を与える

※「普遍的」は“包含関係として広い”の意であり、下限自体は状態依存である。小澤の不等式を含むが、
値は一律ではない。

non-orthogonality
normalizability

positivity
+

completeness

密度
演算
子

𝑴（測
定）

量
子

古
典

状
態

物理
量

自己
共役
演算
子

確率
密度
関数

実関
数

𝑴∗（引き戻
し）

𝑴∗（押し出し）、
𝑴∗−𝟏（引き戻しの
逆）

➢ Usually, time is parameter, not operator in QM
➢ LT formalism: constructing quantum operators by pullback
➢ Already applied to position and momentum with Gaussian 

wavepacket basis → How about time?
➢ How about commutator with free Hamiltonian?
➢ How about error of free Hamiltonian under considered situation?

(𝜀[ ො𝑥]𝜀[ ො𝑝] =)
1

2

𝜎red

𝜎sum
 ≥ 0

𝑿𝑫 𝒙𝑫 𝑿 𝒙

𝑇(𝑡)

particle’s 
wavepacket

arrival time 
around here

detector

2. Time in QM

Time-energy uncertainty relation:

Δ𝐸Δt ≳ ℎ Time is not self-adjoint operator, so this has become 
controversial issue (not Robertson-type inequality?)

位置と運動量：

𝜀 ො𝑥 η ෞ𝑝𝑥 ≥
ℏ

2

𝜎 ො𝑥 𝜎 ෞ𝑝𝑥 ≥
ℏ

2

𝜀𝑂 ො𝑥 η𝑂 ෞ𝑝𝑥 ≥ 0

ハイゼンベルクの不等式

ケナード・ロバートソンの不等式

小澤の定式化

（参考：パウリの定理）

Time-shifted GWB

𝒑 Ԧ𝑋, 𝑷; 𝜎 ≔
𝜎

𝜋

𝑑
4

exp iE 𝒑 𝑇 − i𝒑 ∙ 𝑿 −
𝜎

2
𝒑 − 𝑷 𝟐

↑位置 𝑿𝑫 𝒙𝑫 に測定器があり、そこに粒子が到
着する時刻を測る

5. 点検出器

6. Method and Results

( ǁ𝜀[ ො𝑥] ǁ𝜀[ෞ𝑝𝑥] =)
1

2
≥

1

2

(𝜀[ ො𝑥]𝜀[ෞ𝑝𝑥] =)
1

2

𝜎red

𝜎sum
 ≥ 0

initial state: ො𝜌in: = |𝑋in, 𝑃in; 𝜎in⟩⟨𝑋in, 𝑃in; 𝜎in|

平面波測定器

෢Π𝒙 𝑡 = 𝜆 ൿห Ԧ𝑥 ⟨ |Ԧ𝑥 

෢Π𝒙 𝑁𝐷 = ෠1 − න
ℝ

ⅆ𝑡 ෢Π𝒙 𝑡

Gaussian detector 𝑴𝑿𝑫,𝝈𝑫
(POVM):

෣Π𝑿𝑫,𝜎𝐷
𝑇𝐷 = γ න

ℝ𝑑
ⅆ𝑑 𝑷

඀ቚ𝑋𝐷 , 𝑷; 𝜎𝐷 ൻ ห𝑋𝐷 , 𝑷; 𝜎𝐷

2𝜋 𝑑
෣𝐸𝑿𝑫,𝜎𝐷

𝑁𝐷 = ෠1 − න
ℝ

ⅆ𝑇𝐷
෣Π𝑿𝑫,𝜎𝐷

𝑇𝐷

pullback time operator:

෣𝑇𝑿𝑫,𝜎𝐷
: = ෣𝑀𝑿𝑫,𝜎𝐷

⋆ idℝ
෣𝐼𝑿𝑫,𝜎𝐷

: = ෣𝑀𝑿𝑫,𝜎𝐷

⋆ 𝜒ℝ

commutator between ෣𝐻free and ෣𝑇𝑿𝑫,𝜎𝐷
 :

෣𝑇𝑿𝑫,𝜎𝐷
, ෣𝐻free = −𝑖 ෣𝐼𝑿𝑫,𝜎𝐷

෣𝐼𝑿𝑫,𝜎𝐷
, ෣𝐻free = 0

outcome space: Ω = ℝ ⊔ 𝑁𝐷

χℝ 𝑡 = 1, χℝ 𝑁𝐷 = 0；idℝ 𝑡 = 𝑡, idℝ 𝑁𝐷 = 𝑁𝐷

LT inequality: RHS is 0 (trivial)
Lee inequality: RHS is ½,
                        always saturated

෣𝑇𝑿𝑫,𝜎𝐷
, ෣𝐼𝑿𝑫,𝜎𝐷

=𝑂 𝛾2

ǁ𝜀ෞ𝜌𝑆
෣𝐻free ; 𝑀𝑿𝑫,𝜎𝐷

= +∞

測定𝑴𝑿𝑫,𝝈𝑫
では運動量を積分してしまっている

ので、エネルギーを測定することができないこ

とで ෣𝑯𝒇𝒓𝒆𝒆 ∉ ran 𝑴𝑿𝑫,𝝈𝑫

∗ となっているため

Unlike PVM, Gaussian POVM is non-commuting
with each other, so non-commuting

෣𝐼𝑿𝑫,𝜎𝐷

−1/2 ෣𝑇𝑿𝑫,𝜎𝐷
෣𝐼𝑿𝑫,𝜎𝐷

−1/2
, ෣𝐻free = −𝑖 ෡1 

Initial state: ො𝜌S: = |𝑋𝑆, 𝑷𝐒; 𝜎S⟩⟨𝑋𝑆, 𝑷𝐒; 𝜎S|

𝛾: coupling constant dependent
     on details of detector
     differs by detector
     mass dimension: 𝛾 = − ⅆ − 1

Aharonov-Bohm time operator:

෢𝑇AB ≔
𝑚

2
ෞ𝑝𝑥

−1 ො𝑥 + ො𝑥ෞ𝑝𝑥
−1 ෢𝑇AB, ෣𝐻free = −𝑖 ෡1 

※ ෢𝑇AB is symmetric operator, not self-adjoint operator

※ Physical meaning of ෢𝑇AB is viewed as arrival time of particle

CCR

Usually, time is parameter, not operator in QM

Pauli’s theorem: self-adjoint operators canonically-
conjugate with Hamiltonian bounded from below do not exist

Partial inverse of pullback ෣𝐻free is non-existent, so Lee error diverges: 

momentum rep.:

admissible subspace ℋadm :

point detector 𝑀𝒙 (POVM):

෢Π𝒙𝑫
𝑡 = ൿ𝛾ห Ԧ𝑥 ⟨ |Ԧ𝑥 ෢𝐸𝒙𝑫

ND = ෠1 − න
ℝ

d𝑡 ෢Π𝒙𝑫
𝑡

෣𝐸𝑿𝐃,𝜎D
ℐ = γ න

ℐ

d𝑇𝐷 න
ℝ𝑑

d𝑑 𝑷
඀ቚ𝑋D , 𝑷; 𝜎D ൻ ห𝑋D, 𝑷; 𝜎D

2𝜋 𝑑

finite interval: ℐ = 𝑇i, 𝑇f

restricted subspace where ෠𝐸 ℝ ≤ ෠1 holds

conditional expectation values of pullback time operators:

෢𝑇𝒙𝑫 ෝ𝜌

෢𝐼𝒙𝑫 ෝ𝜌

≃ 𝑇𝑆 + 𝑚
𝒙𝑫 − 𝑿𝐒

𝑷𝐒

෣𝑇𝑿𝐃,𝜎D ෝ𝜌

෣𝐼𝑿𝐃,𝜎D ෝ𝜌

≃ 𝑇S + 𝑚
𝑿𝐃 − 𝑿𝐒

𝑷𝐒

෢𝑇𝒙𝑫
: = ෣𝑀𝑥𝐷

⋆ idℝ
෢𝐼𝒙𝑫

: = ෣𝑀𝑥𝐷
⋆ 𝜒ℝ

suggesting that ෢𝑇𝒙𝑫
and ෣𝑇𝑿𝐃,𝜎D

are operators corresponding to time

Under condition that particle is heading straight towards  detector,

ǁ𝜀 መ𝐴 = +∞ መ𝐴 ∉ ran𝑀⋆ 

Localizing around 𝑿 𝑡 ≔ 𝑿 +
𝑷

𝑚
𝑡 − 𝑇 with width 𝜎 +

𝑡−𝑇 2

𝜎𝑚2

5. Position and momentum

Attempts to formulate time as operator:

↑very analogous to CCR!

𝑁𝐷: no-detection

෢𝐸𝒙𝑫
ℐ ℐ׬=:

d𝑡 ෢Π𝒙𝑫
𝑡

෣𝐻free ≔
ෞ𝑝𝑥

2

2𝑚
(𝑡)
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𝑋 ≔ 𝑇, 𝑋
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